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1 Subdivisions et fonctions en escalier

Rappel:  Soit [a, ] un intervalle de R, (—oco < a < b < +00).

(a) On appelle une subdivision d’ordre n de [a, b] une suite finie, strictement croissante, de nombres
0 = (%) g<i<, telle que g = a et x, =b. Autrement dit a =29 < 21 < ... <z, = b.

Le réel 6(o) = max |z; — x;—1| est le pas de la subdivision o.
StsSn

La subdivision o dite réguliére (ou a pas constant) si

b—a .
Ti— Tj_1 = - =§(o), pour tout 1 <i<mn.

(b) Une fonction ¢ définie sur un intervalle de [a,b] est en escalier §’il existe une subdivision o =
(%i)p<;<yn €t des nombres réels ci,--- , ¢, tels que pour tout i € {1,...,n} on ait

Vo € lzi—1,xi], o(z) = .

Autrement dit ¢ est une fonction constante sur chacun des sous-intervalles ouverts de la subdivision
o.

(c) Soit ¢ une fonction en escalier définie sur [a, b] & valeurs dans R telle que pour tout i € {1,...,n}
on ait
Va €l xi], o(x) = ¢.

b
L’intégrale de ¢ sur [a,b] est le réel / o(z)dz défini par

1.1 Ezercice 1.

Montrer les assertions suivantes.
1. Toute fonction en escalier est bornée.
2. Si f est une fonction en escalier, alors | f| ’est également.

3. Soit A € R. Sif et g sont des fonctions en escalier, alors Af et f + g sont aussi en escalier.
Autrement dit, 'ensemble des fonctions en escalier définie sur [a,b] et & valeurs dans R est
un espace vectoriel sur R. (On peut supposer que les deux fonctions sont associées a la méme
subdivision)

1.2 Ezxercice 2.

Montrer les assertions suivantes.
1. Si f et g sont en escalier alors les fonctions max(f, g) et min(f, g) sont aussi en escalier.
2. (On peut supposer que les deux fonctions sont associées a la méme subdivision)

Si f est en escalier alors les fonctions fi = max(f,0) et f— = max(—f,0) sont aussi en escalier.

-

Le produit de deux fonctions en escalier est une fonction en escalier.

5. La composée de deux fonctions en escalier n’est toujours pas une fonction en escalier.



1.3 Ezxercice 3.

On considére la fonction ¢ définie sur [0, 1] par p(x) = E(5z), ou E(z) désigne la partie entiére du réel
xZ.

1. Préciser les valeurs de cette fonction ¢.

2. La fonction ¢ est elle en escalier ? (justifier votre réponse).

1
3. Calculer l’intégrale/ o(x)dx.
0

1.4 Ezxercice 4.

1

On considére la fonction ¢ définie sur ]0, 1] par ¢(z) = F <) , ou E(z) désigne la partie entiére du réel
x

x.

1. Calculer les images des réels 1071, 1072, 1072, 107> par la fonction .
2. La fonction 1 est elle en bornée 7 (Justifier votre réponse).

3. La fonction v est elle en escalier ? (Justifier votre réponse).
4

. Préciser les valeurs de la fonction v o ¢, et en déduire qu’elle est en escalier.

2 Sommes de Darboux et sommes de Riemann

Rappel:

e Une fonction f : [a,b] — R est dite bornée s’il existe un nombre M > 0 tel que

|f(z)| < M, Vz € [a,b)].

e Intégrabilité au sens de Riemann:

Soient f une fonction bornée définie sur [a,b] (a < b) & valeurs dans R et & ([a,b]) espace des
fonctions en escalier définies sur [a,b]. On définit deux parties ®_ et &, de R par

b
o = {/ o(x)dx : ¢ € E([a,b]) etgoﬁf}v

b
o, = { Y(x)dz : P € & ([a,b]) etfﬁw}.




Une fonction f bornée sur [a,b] & valeurs dans R est dite intégrable (au sens de Riemann) si
sup (®_) = inf(®,). Cette valeur commune est alors appelée 'intégrale de f sur [a,b] et notée

/fdx

e Sommes de Riemann et sommes de Darboux:

Etant donné une fonction bornée f : [a,b] — R, une subdivision o = (j)o< j<, €t une suite
¢ = (Cj)o<jcn_1 telle que ¢; € [, 2;41], pour tout j. La somme

chj 1 —xj-1)

est appelée somme de Riemann relative a o et c.

— Lorsque f(¢;) = M; = sup  f(x), pour tout j, on parle de somme de somme de
r€[z;,2541]
Darboux supérieure.

— Lorsque f(c¢;) = m; = IE[Iinf} ]f(x), pour tout j, on parle de somme de somme de
Frti+1
Darboux inférieure.
e Si f est une fonction intégrable sur [a,b] et 0 = (z;)o<;<n une subdivision de pas ¢ telle que

¢j € [xj,xj41), Vj, alors
hm R, ( / flx

ot R, (o,c) est la somme de Riemann relative a o et c.

2.1 FEzxercice 5.

Soient f une fonction bornée sur [a,b] & valeurs dans R et 0 = (z;),;-,, une subdivision de [a, b]:

a=x9<x1 < <Tp_1 <Ty,=D>. Le pas de cette subdivision est défini par é(n) = sup |z; —x;_1]
1<j<n

Soient D" (n) et D™ (n) les sommes de Darboux (supérieure et inférieure) de f relative a o.

D*(n) = > Mj(x;—=z1), M= s f(z),
D™ (n) = ij(xj—xj,l), mj = inf  f(x),

xjgwga;j,l

On suppose que 6(n) — 0 lorsque n — 400 (cette condition est vérifie dans le cas d’une subdivision
réguliére: §(n) = 1/n).

1. Montrer que si lim (D*(n) — D™ (n)) = 0, alors f est Riemann intégrable.

n—-+o0o

2. Montrer que si f est croissante, alors lim (D*(n) — D™ (n)) = 0.
n—-+o00

2.2 FEzxercice 6.

Soit (Uy),>, une suite définie par U, = — L
n

1. Montrer que U, est une somme de Riemann attachée a une fonction f : [0,1] — R a préciser.
2. La fonction f est elle intégrable au sens de Riemann 7 (Justifier votre réponse).

3. En déduire la valeur de hm U,.
71—? oo



2.3 FEzxercice 7.

Soit (V5,),,~, une suite définie par

1 1 1 1

PR B S e B

n

1. Montrer que (V},) est une suite convergente.

2. Ecrire V,, sous la forme d’une somme de Riemann. Puis, en déduire sa valeur.

3 Calcul des primitives et intégration par parties

Rappel:

e Soit f une fonction définie sur le segment [a,b]. La fonction ® est une primitive de f sur [a,b] si
® est dérivable sur [a, b] telle que &' = f.

e Une fonction f est dite de classe C* si elle dérivable et sa dérivée est continue. On écrit f € C'.
e Formule fondamentale du calcul intégral:
Soient f une fonction continue sur [a,b] et F une fonction de classe C* sur [a, b].

a) La primitive de f qui s’annule en a est la fonction ® définie par
B(x) = / F(t)dt
b) Si F est une autre primitive de f, alors F(x) — F(a) = / f(®)dt, Yz € [a,b].

3.1 Ezxercice 8.

Déterminer les primitives suivantes:
dx
2d b / —d
a) /:c x ) NI x
(1+ x)dx / dz
c) /(x—|—2)(ac+3)dx d) 1+eimdx

3.2 FEzxercice 9.

On pose

/2 /2
A= / cos’(z)dr et B = / sin?(z)dx
0 0

1. Calculer A+ B et A— B.

2. En déduire les valeurs de A et B.

3.3 Ezxercice 10.

Calculer les intégrales suivantes:

1 /2 2
a) / rie " dx b) / 23 sin?(z)dx c) / In(z)dzx
0 0 1

1 /2 2
d) In:/ x"e Tdx e) Jn:/ 2" sin® (z)dx f) / ln(m)dx
0 0 1




3.4 FEzxercice 11.

Soit f une fonction de classe C* sur un intervalle ouvert I (i.e., f admet une dérivée d’ordre 3 qui est
continue).

1. Vérifier que pour tout x,a € I on a:

(r —a)? 1

f@) = f@+e-ar@+ @ g [ 00 ot

(Formule de Taylor avec reste intégrale a ’ordre 2)

2. Application:

2

Vérifier que ¥ > % +z+1,VreRy,.

4 Changement de variables

4.1 Ezxercice 12.

Calculer les intégrales suivantes:

ﬂ'/4 dt 1
E = / —— et F' = /\/l—tht
0 (t) 0

1 —sin

/2 1 D) 1
G = / cos®(t)sin*(t)dt et H = / 1/ i dt
0 0 z+3

4.2 Ezxercice 13.

Soit f une fonction continue sur un intervalle [—a, a], a > 0. Montrer que:

- Si f est paire, alors f)ydt = 2/ f(t)dt.
—a 0

a

- Si f est impaire, alors/ ft)dt = 0.

—a

4.3 FEzxercice 1.

Soit f une fonction continue sur R. On pose

Calculer F'(z)
4.4 Exercice 15.
w/2
On pose I, = / sin™(x)dx, pour tout n € IN
0

1. Montrer que pour tout n > 2,on a: nl, = (n—1)I,_».

2. En déduire la valeur de I,,.



5 Calcul des intégrales

5.1 Ezercice Corrigé 16.

Soit f une fonction continue sur [a,+o00[ (a € R). L’intégrale de f sur l'intervalle |a, +oo[ est définie par

[ = [

dés que cette limite existe. On pose I'(a) = /+oo t*te~tdt, pour tout @ > 0. On admet que cette
intégrale est bien définie. ’
1. Calculer I'(1), T'(2) et I'(3)
2. Montrer que I'(n 4+ 1) = nI'(n) pour tout n € IN*. En déduire que I'(n + 1) = n!. On rappelle que
nl=n(n—-1)x---x2x1
Correction:

1. Calculons I'(1), I'(2) et I'(3).

—

—~
—

S~—"
I

+o0 x
/ e tdt = lim e~ tdt = lim [764}3’ = lim (1 — e*I) =1,
0

r——+o0 0 r——+o0 r——+0o0

+oo T
re = / te”'dt = lim ([—te—t}§+/ e—tdt>= lim —ze™® +T(1) = (1).
o ; .

r——+00 r——+00

Dans le calcul de T'(2) on a utilisé la méthode d’intégration par parties. De méme on trouve
r'3)=2

2. Montrons que I'(n 4 1) = nI'(n), Vn € N*

x
On pose I,+1(x) = / t"e~tdt pour tout x € R, et n € IN*. Par définition de la fonction gamma

0
I ci-dessuson aI'(n + 1) = lirf I,+1(z). Par integration par parties on obtient
Tr—r+00

Ini(z) = [t"(—eit)]g + n/ t" e tdt,
0
= —a2"e " +nl,(x).

~% =0, donc par passage a la limite (z — +00), on trouve I'(n+1) = nI'(n).

On sait que lim z"e
T—r+00
3. On raisonne par récurrence sur n pour vérifier que I'(n + 1) = n!, Vn € IN*.

5.2 FEzxercice 17.

Calculer les intégrales suivantes:
L a? -3z + 2 3 xdx ! rdx
a) — o —dz b) - 1n c) _—
3+ 1 5 2 —06x+ 10 0o Vr+1++x
1/2 /2 d
a 1 / s 9 [ o O | e
625” + e (1—a2)3/2 o 3sin(z) 4+ 4 cos(x)

/2 sn /2 n
Q) I, :/ _ sin” (z) dz et J, :/ _ cos™(x) da
o sin”(x) 4 cos™(z) o sin"(x) 4+ cos™(x)

Hint: Calculer I,, + J,, puis utiliser le changement de variable y = 7/2 — z.




5.3 Ezercice Corrigé 18.

Calculer les limites suivantes:

1
a) lim x" sin(nzx)dz b) lim \ fa? + —da:
n—-+oo 0 n—-+oo

Hint: Utiliser les propriétés de majoration et de croissance de 'intégrale.

Correction:

1. On sait que [sin(nx)| < 1, Yz € R, Vn € IN*, alors

1 1 1
/ " sin(nz)dr| < / 2™ [sin(nz)| dx < / z"dx,
0 0 0
1
— 0, lorsque n — 4o00.
n+1
1
Dou lim 2" sin(nz)dz .

n—-4o0o 0

2. En utilisant 'inégalité suivante: a < /a2 + b2 < a + b, Va,b > 0, on obtient

T . ! 1 1
Par passage a la limite (n — +00) on trouve lim 2+ —dr = .
n—+o0 J n 2

5.4 FEzxercice 19.
On pose
1
B(a,p) = / w11 —w)?"tdu, ot a,f > 0.
0
On admet que cette intégrale est bien définie pour tout a, 5 > 0.

1. Calculer B(2,3), B(1/2,1/2), B(a, 1), B(n+ 1, 8) et B(n,m) avec m,n € N* et a,, § > 0 (Pour le
calcul de B(1/2,1/2), utiliser le changement de variable u = v?).

2. Veérifier que B(«, 8) pour tout «, 8 > 0 (Utiliser un changement de variable convenable).

3. Montrer que pour tout o, 5 >0, 0on a B(a+1,3) = %B(a,ﬁ +1).
/2

4. Montrer que pour tout o, 8 > 0, on a B(a, 8) = / sin®*~1 () cos®?~1(6)d6.
0

5.5 FEzxercice Corrigé 20.

On consideére I'intégrale suivante:

1

d

U, = / 737, pour tout n € IN*
o (@+1)"

1. Sans calculer l'intégrale, prouver que lim U, = 0.
n—-+4oo

2. Calculer Uy, Us, Uz et U,.



Correction:

1. Observons tout d’abord que la suite (U, ) est décroissante et minorée par 0. D’ou elle converge.
En effet, pour tout n € IN* on a

1 1
dx 1 1

Un = N Y 1 d 9

! A (@ + 1)t (A<x+nn(x+1>$

1

dx

— _ —U,<1.

A @+ )" =

Soient v = lirJrr1 U, € 10,1] et € €]0,1[. On veut montrer que v = 0.
n—-+0oo

o
IN

On raisonne par P’absurde en supposant que v > 0. Par relation de Chasles on trouve

€ dz 1 dz
0 < U= /[ ——— .
= A(wﬂW*[(me

< n 1—c¢
e+ ——.
- (I+e)n

1
En outre ngrfoo m = 0. D’ou par passage a la limite (n — 400) on obtient 0 < v < ¢,
Ve €]0,1[. Le réel £ étant arbitraire on prend € = /2 > 0 pour aboutir & une contradiction
v < v/2, et par conséquent ’hypothése v > 0 est fausse ou bien v = 0.

n—1 _

1
2. Uy =In(2), Uy = 1/2 et Us = 3/8. En général, U, = I =1) pour tout n € IN*.
n—

5.6 Ezercice 21. (Intégrale de Gauss)

Pour tout « € R, on pose

L o—a?(1+t%) L
= ————dt, et = hdt
fa) = [ i e @) = [

—_

. Montrer que f est de classe C! sur R et préciser sa dérivée f'.
2. Montrer que g est de classe C! sur R et préciser sa dérivée ¢’

3. On considére la fonction h définie sur R par: h(z) = f(x)+ g*(z), pour tout = € R.
Montrer que la fonction h est constante sur R.

4. Vérifier que Ill)rf_loo f(z) =0
5. En déduire la valeur de I = / et dt.
0

5.7 Ezercice Corrigé 22.

On considére la fonction F' : R — R telle que F(z) = / cos(t)edt,
0

1. La fonction F est-elle bien définie?

2. Préciser F(x). Puis calculer liIJIrl F(x)
T—r+00

Correction:

1. La fonction ¢ +— cos(t)e™" est continue et bornée sur tout intervalle [0,2] C R, (ou [z,0] € R_),
donc elle Riemann intégrable. c’est-a-dire F' est bien définie.



2. Dans le but de préciser F(z), on procéde par intégration par parties. On trouve

F(x) /0 cos(t)e”tdt :/0 cos(t) (e ") dt = [~ Cos(t)e_t]o _/0 sin(t)e~tdt,

1 —cos(z)e™™ — /033 sin(t) (—e_t)l dt,

= 1—cos(z)e™™ — <— sin(x)e™ + /m cos(t)etdt> ,
0
= 1— (sin(z) —cos(z)) e™® — F(x).

Il en résulte que

F(z) = - [1+ (sin(z) —cos(z)) e ] et lim F(z)=1/2.

r—r+00

N | =

5.8 FEzxercice 23.

Résoudre sur R les équations différentielles suivantes:
(B1) :y' =4y = 0 (B2) + y" =3y +2y = 0
(B3) + 3" —3y' +2y = €' (Chercher une solution particuliére de la forme yo(t) = ate’ avec a € R).

et + et

(Ey) + v — 3y +2y = ch(t), ot ch est la fonction cosinus hyperbolique: ch(t) = 5

(B5) : o' +y = te (Bg) : y' =2y = 2 —2t+1

5.9 FEzxzamen de la session normale: 31-05-2022
Questions de cours: (Tpts)
Cocher la bonne réponse:

1. Le nombre de valeurs prises par la fonction f définie sur [0,1] par f(z) = E(5z), ou E(x) désigne
la partie entiére du réel z, est

(6 [0 5 [ infini
2. Toute fonction continue par morceaux et bornée est Riemann intégrable.

Joui [J Non

1
3. La fonction ¢ définie par g(x) = - est intégrable sur lintervalle:
Lo OO J-1ipfor OO (23]
b
4. L’intégrale / ft)dt, a,b € R d’une fonction f >0

[] est toujours positive

[] mesure laire algébrique entre les axes d’équations: = = a, x = b, ’axe des abscisses et la
courbe de f.

5. La somme et le produit de deux fonctions en escalier sont des fonctions en escalier.

[Joui [J Non

6. La limite lin})/ sin(t + x)e”"'dt est égale a:
r—r 0

do O2 On



1 2
7. La limite lim sin(t + x)e " dt

T—r+00 0

] est égale & +o0 [ est égale 4 0 ] n’existe pas.

Exercice 1. (8pts)

1. Calculer les intégrales suivantes:

1 1
A = / v*(e® —e *)dr; B = / (x7 — 322 + 1)dx
0

-1

1 In(2)
C:/dix; D:/ _dw
0 \/$+1+ﬁ 0 e2r 4 e”

/2 T w/2
E = / — sin” () de,n e N*; F = / sin? () cos® (z)dx
o sin"™(x) 4+ cos™(z) 0

2. Chercher les valeurs des réels a et b telles que

22 — 3z +2 a bz
= tout R\ {-1}.
P x—|—1+x2—x—|—1’ pour tout x € R\ {—1}
€ d 22 -3x+2
3. Calculer les intégrales suivantes: I = / 2736 et J = / v vt dz
o ¥2—x+1 0 23+ 1

Ezercice 2. (5pts) (Une loi de probabilité sans mémoire)

En théorie des probabilités, une fonction f : R4 — R est dite densité de probabilité si:

a) f(z) >0, pour tout z € Ry ;

b) et /;oo f@)dz = lim /Oaf(a:)dle.

a——+oo

Soient A > 0 et fy(x) = Ae %, pour tout z € Ry.

1. Vérifier que la fonction fy est une densité de probabilité.

Soit X une variable aléatoire continue sur un espace probabilisé (2, F,P) telle que X > 0 et

b
Pla< X <b) = / fa(@)dz, Va,b € Ry. On dit que X suit la loi exponentielle de paramétre .

2. Calculer P(X =2),P(0< X <3)et P(X > 7).

On rappelle que si A et B sont deux événements avec P(B) > 0, alors P(A|B) la probabilité de A
P(ANB).

P(B) ~
exemple, I’événement contraire de (X > t) est I’événement (0 < X <t).

sachant B est égale a P(A°) = 1 —P(A), ou A° désigne I’événement contraire de A. Par

3. Montrer que P(X >t + s|X >t) =P(X > s), pour tout ¢t,s € Ry. Toute variable qui vérifie une
égalité de cette forme est dite sans mémoire.



Correction:

Questions de cours: (Tpts)

Cocher la bonne réponse:

1. Le nombre de valeurs prises par la fonction f définie sur [0,1] par f(z) = E(5z), ou E(x) désigne
la partie entiére du réel x, est égale a 6.

Pour préciser les valeurs de la fonction f, on distingue les cas suivants:

f(z) =0, sizel0,1/5],
fle)=1, size[l1/5,2/5],
flx)=2, size[2/5,3/5],
flx)=3, size[3/5,4/5],
f(x) =4, sizeld/5,1],
f(1)=5

Donc f(x) € {0,1,---,5}.

2. Oui (Voir le cours).

1
3. La fonction g définie par g(z) = — est intégrable sur l'intervalle [2, 3].
X

En général, une fonction g est intégrable sur un intervalle I si / g(z)dz existe et fini. Une condition
I
suffisante pour avoir l'intégrabilité de g est qu’elle soit continue par morceaux et bornée sur 7. La

fonction g : +— — n’est pas bornée sur les deux premiers intervalles proposés: |0, 1] et |—1, 1[\{—1}.
x

De plus, on peut montrer que / g(x)dx = +00. En effet,
]0,1]

1 1
d 1
/ g(z)de = &~ lim —dz = lim [In(z)]},
10,1] 0 e=0t J. @ e—0t
= lim —In(e) = 4o0.
e—0t

b
4. L’intégrale ft)dt, a,b € R d’une fonction f > 0 mesure laire algébrique entre les axes

Ja
d’équations: x = a, x = b, ’axe des abscisses et la courbe de f.

La premiére proposition est fausse. Il suffit de prendre a = 2 et b = 0 pour avoir une quantité
négative.

5. Oui (Voir le cours).



x—0

6. La limite lim / sin(t + z)e”"'dt est égale a 0.
0

1€T€ Méthode:

On peut démontrer le résultat ci-dessus comme suit. Observons tout d’abord que la fonction
(z,t) = f(x,t) = sin(t + x)e”*" est continue sur R x [0, 7], parce qu’elle est composée et produit
des fonctions continues. D’aprés le théoréme de continuité (voir le cours, Théoréme 10), on déduit

™
que z — F(z) = / sin(t + x)e"*'dt est continue sur R, en particulier elle est continue en x¢ = 0,
c’est-a-dire
s

lim sin(t + x)e”*'dt = lim F(x) = F(0),

z—0 0 x—0

/7r sin(t)dt = [— cos(z)]g = 2
0

2€me N isthode: ‘
On peut exprimer F(x) de facon explicite. Pour ce faire, on rappelle que: sin(f) = Zm(e'®), V6 € R

et pour tout fonction complexe h intégrable sur I C R on a /Im(h(t))dt =Im (/ h(t)dt).
I I

F(z) = / sin(t —l—x)e_xtdt :/ Im (ez’(t+x)) e~Ttdt,
0 0

= Im (/ it+o) e ””tdt) =7Im <eix/ e(im)tdt> ,
0

— Im <e "’Z(z_z;t t_:) —Tm (;e_wx (et — 1)) 7

= Im ( - - 1)) (parce que €™ = —1),

- (U5 Lf”)’

_ Im( ;ﬂ:ll i (g +z)) —Im (W (cos(x)+isin(x))(x+i)),
_ Im( ;:11 (w cos() + icos(z >+zmn(1)—sm(x))>,

= 7 (cos(a) +asin@).

1
7. La limite lim sin(t + ac)e_g”752 dt est égale a 0.

r——+o0 0

Soit z > 1. On a:

1
: —at? —xt?
/sm(t—i—x)e dt‘ < /‘smt—i—x ‘d

0

/\/5
0

1 ! 2
f+/ = dt.
Ve g

sin(t + x)eﬂﬁt2

IN

1
sin(t + ) et ‘ dt + / |sin(t + )] e~ dt,
1
L

x

L’inégalité ci-dessus on a majoré et |sin(t 4+ x)| par 1. On peut encore majorer




2
—xt? —z( = R .
e~ pare ( 2 ) dans la derniére intégrale. On trouve

1 1 2
1 _ 1
/ sin(t+a:)e””t2dt’ < +/ e x( Sﬁ) dt,
0

A

1
S 7 +e V7 (1 — \3/5) — 0, lorsque x — +oo.
1 2 1 2
D’oul 1ir£ / sin(t + x)e”** dt‘ =0, ou bien lim sin(t +z)e " dt = 0.

T—r+00 0

Ezxercice 1. (8pts)

1. Calcul des intégrales:
1
A = / 22(e® — e )dx = 0 , (car la fonction x +— z%(e® — ™) est impaire sur [—1,1]).

! 8 Yo
B = /(x7—3x2+1)dx:{—x3+x] =

0 8 0
Ve+1—/x)

/Wﬁdﬁﬁ :/01 (\/ﬁ(—ﬁ)(\/mﬂ/f
/1m—ﬁdxz/1(a:+1>”2drc—/1x”2d%
0 0 0

2 1 WL 2 5°/2 — 4
_ 1 3/2} _ [ 3/2} _“ (23/2 _ 2) _ '

3 <[(z R P S B 3
Par changement de variable y = ¢” (dy = e¢”dx) on obtient

In(2) dr In(2) eCdx
/0 e 4 e _/0 ez ((e*)2 + ex)’

2 2

dy / < 11 1 > . .

= - = —=+ =+ —— | dy (par décomposition en éléments simples),
/1 y?+y) S\ y v? oyt

Cc = dx,
)

D

[— In(y) — 5 +in(y + 1)]? —In (i) 4 %

sin”(x)
x) + cos™(x)

m/2
Soit n € IN*. Dans le but de calculer I'intégrale £ = / ( dx, on introduit
o sin

I'intégrale suivante

H = /Tr/2 cos () dx
o sin"™(z) + cos™(x)
Par changement de variable y = /2 — x on peut vérifier aisément que E = H. De plus

/2
E+H:/ ldz = /2. D’ow E = H = 7 /4.
0

En utilisant le changement de variable y = sin(z) (dy = cos(x)dx) on trouve
/2 /2
F = / sin?(z) cos® (z)dx = / sin?(z)(1 — sin’(x))? cos(z)dx,
0 0

1 1 7 5 371
vy Ly
= /yQ(l—yz)Qdy=/ (y6—2y4+y2)dy=[—+ } ,
0 0 0



2. Cherchons les valeurs des réels a et b telles que

z? — 3z + 2 a bz
Qz) = Bl :x+1+x2—x+1’ pour tout z € R\ {—1}. (%)
On a
. (4 1D)@?*-3z+2) . 2?-3w+2 B
AW = tim T = ey =68
et
. . a bx . bx(z+1)
wgml(x+1)Q(z)_zlim1(x+1)<x+1+x2—x+1>_mlim1<a+x2—x+l

D’autre part

z(2? — 3z +2) I a?

xkr—&r-loo xQ(x) - xBr—iI-loo 3 +1 - x—1>r—&{loo 3 L,
et
a bz azr bx?
I — o
Il en résulte que a =2 et b= —1.
e d e 2 _ 2
3. Calculons les intégrales suivantes: I = / 2796 et J = / v s dz
0o 2—z+1 0 23 +1
2
Un calcul simple avec changement de variable y = 7 (x — 1/2) donne
e G e () e ()
= — |arctan | ——=— ) —arctan | — | | .
V3 V3 V3
En utilisant la décomposition (%) on obtient
e 2 e e
—3r+2 2 e 1 2r—1)+1
J = /x?)id:c:/ _ r dx:g[ln(erl)]Of,/u
o w341 o \z+1 22—2+1 2y 22—x+1

L@ —at1y 1 [¢ 1
21n(e+1)77/ wdxff/ S
2 0 0

2 —xz+1 2 22—z +1

2In(e+1) — % [In (2 —x—i—l)]; - g,

B ln<e2+26+1>_1
ver—e+1 2

Ezxercice 2. (5pts) (Une loi de probabilité sans mémoire)

Rappel 1.
En théorie des probabilités, une fonction f : Ry — R est dite densité de probabilité si:

a) f(x) >0, pour tout = € Ry;

b) et /0+<>0 f(@)dx := lim /Oa f(z)dz = 1.

a—-+oo

Soient A > 0 et fy(x) = Ae™**, pour tout z € Ry.

1. Vérifions que la fonction f est une densité de probabilité.

dx

)



Puisque A > 0 et e > 0, V2 € R. On a alors falz) > 0, pour tout « € R,. De plus,
y

+oo 2
/ f(x)de = lim Ae Mdz = lim [fe*)‘ﬂy
0

y—+oo Jo y—r—+oo 0’
= lim 1—-e =1 (car lim e ™ =0).
Yy—r—+o0 Yy—r—+o0

Ce qui signifie que f) est densité de probabilité.

Soit X une variable aléatoire continue sur un espace probabilisé (2, F,P) telle que X > 0 et

b
Pla < X <b) = / fa(x)dz, Va,b € Ry. On dit que X suit la loi exponentielle de paramétre .
a

2. Calculons P(X =2),P(0 < X <3) et P(X > 7).

: IP’(X=2)=P(2§X§2)=/2fx(:r)dw=0;

3
*PO<X <3 = / flz)de = [—e‘”]i =1—e 3
0

* Observons que (0 < X < 7) est ’événement contraire de (X > 7). Donc

PX>7)=1-PO0<X<T)=1-(1-e")=e"

Rappel II.

- P(A°) =1 —-P(A), ou A° désigne I’événement contraire de A. Par exemple, I’événement contraire
de (X > t) est I'événement (0 < X < t);

- Si A et B sont deux événements avec P(B) > 0, alors P(A|B) la probabilité de A sachant B est
P(AN B)

égale & P(B)

3. Montrons que P(X >t + s|X >¢) =P(X > s), pour tout ¢,s € Ry.

* Soit ¢,5 € Ry. 1l clair que P(X >s) =1— (1 — e_’\s) = ¢ . DemémeonaP(X >t)=e et
P(X >t+s)= e *(#+9)_ Par définition de la probabilité conditionnelle donnée ci-dessus, on a

 P(X>t+s)N(X >t) P(X>t+s)
e—)\(t-i-s)

= Y = e M =P(X >s)
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